


ChapteroliTheRealadconpkxNumbersyste.ms
⼀、有理数的不完备1稀疏性

ExapfiZquationp2-is.nusatisfiedbyanyrationalnumberp.pt: Iftp.EQ.s.t.p-ktp =哭 , wherento.cm, n)= 1

Thuswehaemtzi-miiseven-smiseven-zlml.am
= 2K , KEZ

i. 2⽇ =4K2 / 竾
器

cnnniewayiri-k.sn的 even ⇒ 21 n 21⼏2

4
i
.
2/m ,

2/ n =) (m, ⼏) =2 ,

contradictwourassumptimc.mn?=li.#PEQ,S.t.p2=2QED.
更进⼀步的证明有理数并不能完美覆盖R (有空隙 )

有序集( 0rderedse.tl

→ 三歧性

→传递性
/ 集合的序



ˊ

集合的分划

对于给定的全序集A, 及其中元素 XEA,我们可通过ㄨ将 A分划 为两个半中空集合 P & P
'

, 其中⼼的

䢸中元素均在ㄨ之前 ,
P
'
中元素均在 ㄨ之后

。通常称 P为分划的下组
, P
'
为上组 ,

记为 1711"
。

令A =Q
,
合法情况为 :

10 P中有最⼤数 ,
P
'

中⽆最⼩数 => pi-o.xJPEcx.to)

2
0 P 中⽆最⼤数 , P

'
中有最⼩数 => P= (_o , x ) P

'
= [x.to)

不合法情况为 :

3分中有最⼤数 ,
P
'
中有最⼩数

Zxl : 阵: 设 max P = a, minp
'
= b

, 则由定义
,
a.ba

t
a <t < b E Q

⽽ 知 ¢ P n -4 P ' , 与 PUPLQ⽭盾
(除⾮考虑 P = E 0, XJQIx.to) / Q2- 12

40 12中⽆最⼤数 , P
'
中⽆最⼩数 (Dedekindg

亽 {
A = {XEQlxkzorxol-AHQincx.my𦦨pi-1加2 }

B = { yEQly3-2andyzol-AHQinii.toBiPEQM.YZX2.pt
: A⽆最⼤数, 13元最⼩数,

即 由位2确定的 ㄨ¢ Q (在⼼的ㄨ处⼼有⼀个铜
")

A 13

0
'

i
'

i
p



A B
1 · 康 · >
0

㸏 𨧤 道 i.it分不改变相对位置p

Lemmai Ify > x> o <=> y2-xtcytx) (y-x) >o <=> y3×2

欲证 A中⽆ max ㄑ=> UXEA.IM

EA.S.t.mn/A0i!! '

t >

借助增量 r
,即找 rso.s.t.mxtr 满⾜ MEA⇒ ar)2<2

⇐> r2+2×4×2<2 的
-

↳约化平分项, 当 0⼼< 1 时,

若 rtzxrtx.kz (更强命题成⽴)
, 则 必成⽴

, 即

2-X
2

n_n
2ㄨ+1 0

n :即可
取 r = tirn < l ( m >o)

,
即 2- ㄨ

2 <2mxtm⼼ xtzmx >2-m 不妨取 m=2
,即m(2×+1) nnnn.net

2- x2

r =-2(2ㄨtD
2×2

- E A
,
且 m > X

,即对 VXGA, 均⺕ m= X t-州
QED

针对集合 13的命题同理可证



另⼀种思路 :

A= {PEUlp.kz?Emax/B=fpEQyp2szIEmin
↳构造 GEA , 满⾜& >P / GEB,满⾜ &< P
-

条件 。 条件 20

条件 10的构造: 82 < 2 / 632↳ 82- 2 < o &
2
-2 > o

\ / 9
8岁2的关系与 1对2的关系同步

ˇ L n

令 经 2tt 即可符合㼳

Ti⼆⼼, 即

㘘=5+2△2-_--2△2↳
最好是完全平分式 ⼀ 条件 10

q_p2 =- 2) (1 - _
~o~

A t t
,歮→ △ > 1 -条件 20

13 - _



条件 10: 经
所2
-

2- 为完全平分

条件 20: △ > 1

条件 10的 7242△2-2为完全平分
不妨设 △ ⼆mptn

则 10年 20-2 = (2mnp44mnpt.cz⼼ 2) 为完全平分 ,

即 {器 定全平分 & (t)2= 4m2㕸 (2m⾄ 1 ) (2⽇-2)

= 4miri-4mtzn2-2-n.in年 1 (A )

只要出成
)̌
V
,
2𠯿2 =4m

2
亦为完全平分

也
只需找到 𠯿 2时⺾ 的整数解

, 即可符合条件0

显⻅
, 启⾔ 为N_n2+1 的⼀组解, 即 ⼼ 27213 > 1 (同时符合条件201

Ped ⽅程 : ⽔叫
2
= 1 P

为完全平分数 ⼀仅有平凡解⼼。)

⼏为⾮完全平分数⼀总有⾮1㼞解

F = 1+ 2⼗⼆ 点的渐近连分数形式为 [⼴泛, 亏 , É
…]

2 1- 1
-

X V

2t … …

{曾 为该 Pell ⽅程的最⼩解
,则通解有 㥃

以⼼啡
或xityiiix.tyrniyitFX.yitY.li

xiteniryiini
2 2⽇



rizmtl

n= 3 1 7 99 577 3363 -

m= 2 1 2 70 408 2378 -_-

红
加2⼼2
- & △ = 212+3
△2

qiFztzxap-ni_fpt247ri-C3pt41-icz.pt3)2 C2P -1 3 ) 2 (2P -1 3)2

⼈取 qiitn , 即有 {
加 2

, pkqiz
212 +3 p> 2 . 2 <q2 < p

2

QED
,

验证
-4)

2
-2咖过

=
1=

红2 = 3)2-
_

n-13)2
=> &与P同属⼀集合

q-p-Pt4-21ei-i-n.is {加
2
, q >P

2p +3 212 +3 p. 2 , Ep

符合要求

⇒即便有理数可⽆限⼆分 ,即 V-rsEQ.ie

H _ i.is但Q系统并未填满 ⻛
,
仍有空隙

,并不完备 L



⼆
、
集合的界

S为⼀有序⼤系统 ,
正为 S上 ⼀ ⼦集

。若王仲元素 BES,对 UXEE,均有⼼ ,则

称 B为2的上界 ;若对此⼀,均有的,则称 B 为正的 下界
。

( S ⼀般为我们的研究范围, ⽐如 12/Q … )

N. 13
. B可能EE, 也可能4 正

上(下界→ ㄨ⾃身要是集合照 ⽐⼈再⼩⼼的,就不是界

-最⼩上界 ⼀上确界

-最⼤下界 ⼀下⽯⻆界

e.glASPEU 1加 27 - A的上界恰为 13 - 13元

min-AEsupBTPEUIP.si
- B的下界恰为A - A⽆max - 13元 int



上确界性 & 下⽯⻆界性

112是完备的 (没洞 )
2-4

n
上确界性 : 在乳的下,若 { ,

则 正有上百⻆界 (有上界必有上确𠝹

珛上界

系统的上确界性与下确界性对偶

区3 : Pfilub性与 物性对偶

即 已知 shasl.u.bpopertyc.atedset- 可排在轴
上)

Given ftp.ES.Bssb.d.dbebw
ii. <B_d

考虑ksetofdlb.GBC.it#0kBtsb.dd.behowiLisbd.d.above-U13中⽆享为⼈上界 (B-)
> suph存在 ,

设为 XES

猜想 sup L = x = inf B



⼈是 13 下界构成的集合, x-supL.pt :x-nfBL.fi⼜是 13的 t.tn .int,
名: ⼜是 13的最⼤ t.by

𢜪⽐上
,
则以ㄨ L t

7xoEB.dzorz, 8448不是 13的协 / 煎 ub
,→ ⼜不是sup.siX-swpLGUXEB.ae x 仅是 13的t.br ) 2若不是 13的

t.b.pt: 若⺕ xoEB.to仪
,
因 ⽐。EB, x。均为 L的 ub , 且 X。 ⼼ , 与⼈ supL⽭盾 ,

Alt.pt: ⼩ ⼆Supl ,若⺕ ㄨoEB, x。从 ,则 X。不是 ⼈的上界
,
⽽论EB, 13加的上界集

,
⽭盾

,

名 : 若⺕ ⼦ > x
, 且⼦为 13的

9.b.unnn-8ELL72-supL.SUSEL.dzS p
13的下界集

trsmir-lsysxzU.SEL -

⇒ 54 L ⽭盾
。

S.
、 红均满⾜,

因此去的㸸对偶

QED



⼈是 13 下界构成的集合, x-supL.pf.itB
L是 13的下界集 俱有 lub性

su.pl存在,设⼀吼Ltd

上有上界 ⼼⽐13为⼈的啊
fnn' 业

ftp.USEL.ssx设 ⼦= 𤽜 B

则 孡 ⼈ ( ⼦为 13下界 )

G.:-x
下证 ⼦仪 不成⽴即可

因EifB,我们有
l

VSEL.SE ⼦ ( ⼦为让界)

若 ⼦<x
,
则与⼩⼆仰上⽭盾

因此 扛⼈
,即 supl.itBQZD



三、数域

l.封闭性

2
.

交换律

Fietd 伩 〉 /3. 结合律 "
⼗
",⼀⼀分配律

4. 单位元

5.逆元

△通过 Axiom证明性质时, 要多⽤代换- 0=xtc-xskotxkx.ci)搭配其他题⽬前提等式



有序域

有序域 們
皪

②同加不变序[
不等式的常⻅法则对任⼀有序域均成⽴

阳䏈

实数域

(R上的 "
⼗
"似"死上的⼀致)

实数的阿基⽶德性 ( Archimedean Property )

任⼀正实数不断累加⾃身后,都能⽐另⼀个给定实数⼤

↳令 ㄨ= 1 , 则证明 了 ⼆⼗⾮ bounde.cl



Zx4: pfilfxERt-nEE.s.tnxsyforlfyER
反证 : 若对VnEzt均有 nxey, 则 ⻋为 A=侧⽐邓的 ub

因 nXER, 因此具有 tub性, 即所对存在,不妨设为义

EA⼈踲
即对UnEztnxtxty xix
Y ㄨ > o

i i, 我 嗒!渢 ; >

A

⼈ X_x < x (ㄨ=supA)
6

i. X_X ⾮ A的 u.be
,即⺕mEZtst.mx> x_x

⇐7 乄《mtbx
, ⽽ mtlEZth.mn/EA , 与 ⼈为Aub、

⽭盾

i. ⺕ nEZtst.nxsyforxER.y.GR

有理数在112上的稠密性 (⽐ 121⾃身的稠密性更强 )

区5: 陈

证明 i 基⼲实数的 Decimalzxpansi.nl⽐如都是不断延伸列 (随⼼⽽延申) ⼏⼗悬灬器纰州的㖄

令xǖaigii

yleeeiamsimplytakepi.9o.aa-aiaitao.ana.niaiamn.IQ
ED



证明2 :基于 well-orderingPrincipl.eu⽐
⼗的⾮空⼦集必有最⼩元

已知 扣ㄨ

o y >o >x ,显然取阰即可
2
0

不失⼀般性
,
设 y > x > o ( ⽔⽕。为对偶命题 )

(i) 若y- X > 1
, 则 ⺕ nEN.S.t.TK 1 ,取⽔吐ㄨ]+14即可

(ii) 若以ㄨ < 1 , 作阿基⽶德性,
⺕mEZIS.t.mu/-x)zl ,则nEN.si/sX保 < y , 即即法 化归到 310

(i)的北构造性证明:

y-xsioniiiei.int(考虑 >ㄨ的
2.tv

考虑 <X的辻

不妨令 A= {PENIPX} , 由上述讨论 (Ztnbounded)可知对0
因此,由 well-ordengPrinci.pk, A中存在最⼩元 ,

不妨设为 ⼏
,
即

n-14A-n-kx.snExti

⽽ y-xzlsyzxtlznsx-nbysnzx.in即为所求
QED



证明了
: Rudin的证明:

ZT-ztunboundednn.no扩增 x_x 间距

⼀)约束"范围 (Rudn并未讨论嘚别 pnmz
:并⾮以znxnx

L i-ni-mztinim-irnim.is
若⺕此m,则nxcm.mnEnx

↳minxtknDnxamc.nu
↳ ㄨ<兴 < y 证毕

pim存在 (Trivial :知汇啊⼗⻔
,

令 S-SSENIS-m.snx} znhnl˙ ˙ >
_m nx smz

显然 件中, 因 mtm.GS

故由 well-orderingPrincipk.co存在最⼩天 ,
不妨设为 So, 则有

so-mzznxho-1-m.tnx ⇒令 "的⼼2
, 则 m-knxs.mn , 证毕



12中根的存在性

Zxb :PfTheore.mn21
S. :解的唯⼀性
若 可以有超过⼀个的解,

不失⼀般性 ,记其中两个为东和⽣, 则我=_= ㄨ

若 ⻢中⽣
,
则乐对220和⽣对.

20必有⼀个成⽴
,即和我 2 0和我>_>。必有⼀个成⽴

的性
"
功⽭盾

,
因此轻ㄨ⾄多有⼀个 ⼼解

S:解的存在性

要在12内证 ⼆ BS.t.fi ,可以利⽤ 12的去咐坊性 ,
构造A=化州则⼼了

,

然后证

A 引㸜有上界, 则⼀般会有 supA= B成⽴, 即 B= supA = ⼩

亽 A =纰则以ㄨ }
S : Atdixzl

, 令州 即可

,看着鉴
⼠泛即可, A存在的,

没㗅=x

(ㄨ+ 1)
"
> x+ 1 > x > ⼗

⼏

⼈ VtEA.tt.x.tl



下证对本仳则坎ㄨ} , ⼈的啊,有 ⼼=x

1
0若 ⼼ <x A

找到增量ns.t.lxthikx,即xthEAhtfn.is⽽ xath , 因此 ⼜不能为A的 ub、
⽭盾

扣 晶n i ' h<tni ⇐bn-dcb-amtincytljmb.ith
a =y

2
0

若⼼动
找到增量 ks.t.tkPzx 则⼈㳱的夘,

⽭盾

kxifi '

⼼器
· >
X

故由 112的三歧性
,
⼼⽐ , 即 扣=×有解 ⽕⽔

QED
、



四 、 拓展实数系 (不再是field )

V-个 区中的三中空集合 , 均有 u.b.to , 故均有 supuub性), 以同理

五、复数域

复数的本质实为 112上的 ⼀个有序数对

复数⼟或上的 Cauthy _ Schwcn 不等式 (⽅和积 ⼆积和分 )


